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八下数学 | 一次函数专题

胡不归（垂线段最短）问题
【方法点拨】
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一动点P在直线MN外的运动速度为V1，在直线MN上运动的速度为V2，且V1<V2，A、B为定点，点C在直线MN上，确定点C的位置使AC/V2+BC/V1的值最小．

AC/V2+BC/V1=1/V1【BC+（V1/V2）AC】，记k=V1/V2
即求BC+kAC的最小值．

[image: image3.emf]CH=kAC

sinα=

CH

AC

=k

H

D

α

A

B

C

N

M

构造射线AD使得sin∠DAN=k，CH/AC=k，CH=kAC．
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将问题转化为求BC+CH最小值，过B点作BH⊥AD交MN于点C，交AD于H点，此时BC+CH取到最小值，即BC+kAC最小．

在求形如“PA+kPB”的式子的最值问题中，关键是构造与kPB相等的线段，将“PA+kPB”型问题转化为“PA+PC”型．
【例题演练】
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【一】在平面直角坐标系中，已知点A在函数y＝√3/3x的图象上，点B（4，0），且BA⊥OA，P（0，10）．如图1，把△ABO沿直线y＝x方向平移，得到△CDE，连接PC、PE．当PC+PE的值最小时，在x轴上存在Q点，在直线y＝x上存在点R使QR+DR的值最小，求出DQ+1/2BQ的最小值，并求出此时点Q的坐标．
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解：如上右图中，设△OAB向右平移m个单位，则沿y轴向上平移m个单位，∴E（4+m，m），C（m，m），

作点C关于y轴的对称点C'（﹣m，m），

点E关于y＝10对称E'（4+m，20﹣m），

当点C'、E'，P在共线时，PC+PE最小；

由点C、E的坐标得：

C'E'的直线解析式为y＝（10-m/m+2）x+12m/m+2，

将点P代入得到m＝10，
∴C（10，10），E（14，10），

∵y＝√3/3x与x轴夹角30°，OB＝4，

∴A（3，√3），∴D（13，10+√3），

过D点作y＝x的对称点D'，过D'垂直x轴，与y＝x和x轴分别交于点R，Q；则此时QR+DR最小；

∴D'（10+√3，13），∴QR+DR最小值为13，

Q（10+√3，0）；

【二】如图，在平面直角坐标系中，直线l1：y＝√3/3x+√3和直线l2：y＝﹣√3x+b相交于y轴上的点B，且分别交x轴于点A和点C．

（1）求△ABC的面积；

解：由题意知：b＝√3

∴直线l2：y＝﹣√3x+√3
当y＝0时，x＝1 ∴C（1，0）

∵直线l1：y＝√3/3x+√3
∴当y＝0时，√3/3x+√3＝0，

∴x＝﹣3 ∴A（﹣3，0）

∴S△ABC＝1/2×[1﹣（﹣3）]×√3＝2√3；
（2）点E坐标为（5，0），点F为直线l1上一个动点，点P为y轴上一个动点，求当EF+CF最小时，点F的坐标，并求出此时PF+√2/2OP的最小值；

解：在Rt△ABO中，

AB2＝AO2+BO2＝32+（√3）2＝12

在Rt△BOC中，

BC2＝OC2+OB2＝12+（√3）2＝4

∵在△ABC中，

AB2+BC2＝12+4＝16＝AC2
∴△ABC是直角三角形，∴AB⊥BC

作C点关于直线AB的对称点C′（﹣1，2√3），

连接C'E交直线l1于F，

∵C'（﹣1，2√3）  E（5，0）

∴直线C'E：y＝﹣√3/3x+（5/3）√3
y＝√3/3x+（5/3）√3
y＝√3/3x+√3

解得：x=1，y=4/3√3∴F（1，4/3√3）

作二、四象限的角平分线l3，过点P作PQ⊥l3于Q，

则PQ＝√2/2OP，

∴PF+√2/2OP＝FP+PQ，

当F，P，Q三点共线时最小，

即过F作PQ⊥l3于Q交y轴于P，作FG∥OB交直线l3于G．

此时△FQG为等腰直角三角形，斜边FG＝4√3/3+1，

∴PF+√2/2OP的最小值为：

FQ＝√2/2FG＝（2/3）√6+√2/2
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【三】如图，已知直线l1：y1＝kx+b（k≠0）经过点A（﹣1，0），与另一条直线l2：y2＝nx﹣6n（n≠0）交于点B（2，3），直线l2与x轴交于点C．

（1）求直线l1的解析式，并写出y1＞y2＞0时，x的取值范围．

解：将点A、B的坐标代入函数表达式得

0=-k+b，3=2k+b
解得k=1，b=1
故直线l1的表达式为y＝x+1，

令y2＝nx﹣6n＝0，解得x＝6，故点C（6，0），

由函数图象得，当2＜x＜6时，y1＞y2＞0；
（2）若点D在直线AB上，且D的横坐标为﹣5/2，过D作直线DQ，直线DQ交y轴于Q点，且△DQB的面积为12，求Q点的坐标．

解：设点Q的坐标为（0，m），

设直线AB交y轴于点N，由直线AB的表达式知，点N（0，1），

则△DQB的面积＝S△NQD+S△NQB

＝1/2×NQ×（xB﹣xD）

＝1/2|1﹣m|×（2+5/2）＝12，

解得m＝19/3或﹣13/3，

故点Q的坐标为

（0，19/3）或（0，﹣13/3）；
（3）点P为x轴上一个动点，连接BP，求1/2CP+BP的最小值．

解：过点C作直线CH，使∠ACH＝30°，过点B作BH⊥CH于点H，延长HB交y轴于点M，交x轴于点P，则点P为所求点．

理由：PH＝PCsin30°＝1/2PC，则1/2CP+BP＝PH+BP＝BH为最小，

则∠CPH＝90°﹣30°＝60°＝∠MPO，

则∠OMP＝30°，

在Rt△POM中，设PO＝t，则PM＝2t，OM＝√3t，

则点P、M的坐标分别为（t，0）、（0，√3t），

由点P、M的坐标得，直线PM的表达式为

y＝﹣√3x+√3t，

将点B的坐标代入上式并解得：t＝2+√3，

故直线PM的表达式为y＝﹣√3x+2+√3，

令y＝﹣√3x+2+√3＝0，解得x＝2+2√3，故点P的坐标为（2+√3，0），

则PH＝1/2PC＝1/2（6﹣2﹣√3）＝4-3√3/2
根据点BP的坐标，

由勾股定理得：BP＝√（2+√3-2）²+3²＝2√3，

故1/2CP+BP的最小值＝BH﹣BP+PH＝4+3√3/2．
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一动点P在直线MN外的运动速度为V1，在直线MN上运动的速度为V2，且V1<V2，A、B为定点，点C在直线MN上，确定点C的位置使AC/V2+BC/V1的值最小．

AC/V2+BC/V1=1/V1【BC+（V1/V2）AC】，记k=V1/V2
即求BC+kAC的最小值．
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构造射线AD使得sin∠DAN=k，CH/AC=k，CH=kAC．
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将问题转化为求BC+CH最小值，过B点作BH⊥AD交MN于点C，交AD于H点，此时BC+CH取到最小值，即BC+kAC最小．

在求形如“PA+kPB”的式子的最值问题中，关键是构造与kPB相等的线段，将“PA+kPB”型问题转化为“PA+PC”型．
【例题演练】
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【一】在平面直角坐标系中，已知点A在函数y＝√3/3x的图象上，点B（4，0），且BA⊥OA，P（0，10）．如图1，把△ABO沿直线y＝x方向平移，得到△CDE，连接PC、PE．当PC+PE的值最小时，在x轴上存在Q点，在直线y＝x上存在点R使QR+DR的值最小，求出DQ+1/2BQ的最小值，并求出此时点Q的坐标．


解：如上右图中，设△OAB向右平移m个单位，则沿y轴向上平移m个单位，∴E（4+m，m），C（m，m），

作点C关于y轴的对称点C'（﹣m，m），

点E关于y＝10对称E'（4+m，20﹣m），

当点C'、E'，P在共线时，PC+PE最小；

由点C、E的坐标得：

C'E'的直线解析式为y＝（10-m/m+2）x+12m/m+2，

将点P代入得到m＝10，
∴C（10，10），E（14，10），

∵y＝√3/3x与x轴夹角30°，OB＝4，

∴A（3，√3），∴D（13，10+√3），

过D点作y＝x的对称点D'，过D'垂直x轴，与y＝x和x轴分别交于点R，Q；则此时QR+DR最小；

∴D'（10+√3，13），∴QR+DR最小值为13，

Q（10+√3，0）；

【二】如图，在平面直角坐标系中，直线l1：y＝√3/3x+√3和直线l2：y＝﹣√3x+b相交于y轴上的点B，且分别交x轴于点A和点C．

（1）求△ABC的面积；

解：由题意知：b＝√3

∴直线l2：y＝﹣√3x+√3
当y＝0时，x＝1 ∴C（1，0）

∵直线l1：y＝√3/3x+√3
∴当y＝0时，√3/3x+√3＝0，

∴x＝﹣3 ∴A（﹣3，0）

∴S△ABC＝1/2×[1﹣（﹣3）]×√3＝2√3；
（2）点E坐标为（5，0），点F为直线l1上一个动点，点P为y轴上一个动点，求当EF+CF最小时，点F的坐标，并求出此时PF+√2/2OP的最小值；

解：在Rt△ABO中，

AB2＝AO2+BO2＝32+（√3）2＝12

在Rt△BOC中，

BC2＝OC2+OB2＝12+（√3）2＝4

∵在△ABC中，

AB2+BC2＝12+4＝16＝AC2
∴△ABC是直角三角形，∴AB⊥BC

作C点关于直线AB的对称点C′（﹣1，2√3），

连接C'E交直线l1于F，

∵C'（﹣1，2√3）  E（5，0）

∴直线C'E：y＝﹣√3/3x+（5/3）√3
y＝√3/3x+（5/3）√3
y＝√3/3x+√3

解得：x=1，y=4/3√3∴F（1，4/3√3）

作二、四象限的角平分线l3，过点P作PQ⊥l3于Q，

则PQ＝√2/2OP，

∴PF+√2/2OP＝FP+PQ，

当F，P，Q三点共线时最小，

即过F作PQ⊥l3于Q交y轴于P，作FG∥OB交直线l3于G．

此时△FQG为等腰直角三角形，斜边FG＝4√3/3+1，

∴PF+√2/2OP的最小值为：

FQ＝√2/2FG＝（2/3）√6+√2/2
【三】如图，已知直线l1：y1＝kx+b（k≠0）经过点A（﹣1，0），与另一条直线l2：y2＝nx﹣6n（n≠0）交于点B（2，3），直线l2与x轴交于点C．

（1）求直线l1的解析式，并写出y1＞y2＞0时，x的取值范围．

解：将点A、B的坐标代入函数表达式得

0=-k+b，3=2k+b
解得k=1，b=1
故直线l1的表达式为y＝x+1，

令y2＝nx﹣6n＝0，解得x＝6，故点C（6，0），

由函数图象得，当2＜x＜6时，y1＞y2＞0；
（2）若点D在直线AB上，且D的横坐标为﹣5/2，过D作直线DQ，直线DQ交y轴于Q点，且△DQB的面积为12，求Q点的坐标．

解：设点Q的坐标为（0，m），

设直线AB交y轴于点N，由直线AB的表达式知，点N（0，1），

则△DQB的面积＝S△NQD+S△NQB

＝1/2×NQ×（xB﹣xD）

＝1/2|1﹣m|×（2+5/2）＝12，

解得m＝19/3或﹣13/3，

故点Q的坐标为

（0，19/3）或（0，﹣13/3）；
（3）点P为x轴上一个动点，连接BP，求1/2CP+BP的最小值．

解：过点C作直线CH，使∠ACH＝30°，过点B作BH⊥CH于点H，延长HB交y轴于点M，交x轴于点P，则点P为所求点．


理由：PH＝PCsin30°＝1/2PC，则1/2CP+BP＝PH+BP＝BH为最小，

则∠CPH＝90°﹣30°＝60°＝∠MPO，

则∠OMP＝30°，

在Rt△POM中，设PO＝t，则PM＝2t，OM＝√3t，

则点P、M的坐标分别为（t，0）、（0，√3t），

由点P、M的坐标得，直线PM的表达式为

y＝﹣√3x+√3t，

将点B的坐标代入上式并解得：t＝2+√3，

故直线PM的表达式为y＝﹣√3x+2+√3，

令y＝﹣√3x+2+√3＝0，解得x＝2+2√3，故点P的坐标为（2+√3，0），

则PH＝1/2PC＝1/2（6﹣2﹣√3）＝4-3√3/2
根据点BP的坐标，

由勾股定理得：BP＝√（2+√3-2）²+3²＝2√3，

故1/2CP+BP的最小值＝BH﹣BP+PH＝4+3√3/2．
