[image: image1.png]




2024中考数学 | 必会压轴题

【三线段最值】
类型一： 费马点模型
【一】如图，四边形ABCD是菱形，AB=4，且∠ABC=∠ABE=60°，G为对角线BD（不含B点）上任意一点，将△ABG绕点B逆时针旋转60°得到△EBF，当AG+BG+CG取最小值时EF的长是多少.
[image: image3.png]


解：如图，

∵将△ABG绕点B逆时针旋转60°得到△EBF，

∴BE=AB=BC，BF=BG，EF=AG，

∴△BFG是等边三角形．∴BF=BG=FG，

∴AG+BG+CG=FE+GF+CG．

根据“两点之间线段最短”，

∴当G点位于BD与CE的交点处时，AG+BG+CG的值最小，即等于EC的长，

过E点作EF⊥BC交CB的延长线于F，

∴∠EBF=180°-120°=60°，

∵BC=4，∴BF=2，EF=2√3，

在Rt△EFC中，

∵EF2+FC2=EC2，∴EC=4√3．

∵∠CBE=120°，∴∠BEF=30°，

∵∠EBF=∠ABG=30°，∴EF=BF=FG，

∴EF=1/3CE=4√3/3
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【二】如图，四边形ABCD是菱形，AB=6，且∠ABC=60°，M是菱形内任一点，连接AM，BM，CM，则AM+BM+CM 的最小值为6√3．

解：将△BMN绕点B顺时针旋转60度得到△BNE，

∵BM=BN，∠MBN=∠CBE=60°，∴MN=BM 

∵MC=NE∴AM+MB+CM=AM+MN+NE．

当A、M、N、E四点共线时取最小值AE．

∵AB=BC=BE=6，∠ABH=∠EBH=60°，

∴BH⊥AE，AH=EH，∠BAH=30°，

∴BH=1/2AB=3，AH=√3BH=3√3，

∴AE=2AH=6√3．

【三】如图，四边形ABCD是正方形，△ABE是等边三角形，M为对角线BD（不含B点）上任意一点，将BM绕点B逆时针旋转60°得到BN，连接EN、AM、CM.
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⑴ 求证：△AMB≌△ENB；

解：∵△ABE是等边三角形，

∴BA＝BE，∠ABE＝60°.

∵∠MBN＝60°，

∴∠MBN－∠ABN＝∠ABE－∠ABN.

即∠BMA＝∠NBE.

又∵MB＝NB，

∴△AMB≌△ENB（SAS）
⑵ ①当M点在何处时，AM＋CM的值最小；

解：当M点落在BD的中点时，AM＋CM的值最小
②当M点在何处时，AM＋BM＋CM的值最小，并说明理由；

解：如图，连接CE，当M点位于BD与CE的交点处时，

AM＋BM＋CM的值最小，

理由如下：连接MN.由⑴知，△AMB≌△ENB，

∴AM＝EN.

∵∠MBN＝60°，MB＝NB，∴△BMN是等边△，

∴BM＝MN.∴AM＋BM＋CM＝EN＋MN＋CM 

根据“两点之间线段最短”，

得EN＋MN＋CM＝EC最短

∴当M点位于BD与CE的交点处时，AM＋BM＋CM的值最小，即等于EC的长
⑶ 当AM＋BM＋CM的最小值为√3+1时，求正方形的边长.

解：过E点作EF⊥BC交CB的延长线于F，

∴∠EBF＝90°－60°＝30°.

设正方形的边长为x，则BF＝√3/2x，EF＝x/2.

∵EF2＋FC2＝EC2，

∴（x/2）2＋（√3/2x＋x）2＝（√3+1）2 

解得，x＝√2（舍去负值）.

∴正方形的边长为√2

类型二： 对称模型
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【一】如图，P是∠AOB内一定点，点M，N分别在边OA，OB上运动，若∠AOB=30°，OP=3，则△PMN的周长的最小值为 3 .

解：如图，作P关于OA，OB的对称点C，D．

连接OC，OD．则当M，N是CD与OA，OB的交点时，△PMN的周长最短，最短的值是CD的长．

∵点P关于OA的对称点为C，

∴PM=CM，OP=OC，∠COA=∠POA；

∵点P关于OB的对称点为D，

∴PN=DN，OP=OD，∠DOB=∠POB，

∴OC=OD=OP=3，∠COD=∠COA+∠POA+∠POB+∠DOB=2∠POA+2∠POB=2∠AOB=60°，

∴△COD是等边三角形，

∴CD=OC=OD=3．

∴△PMN的周长的最小值=PM+MN+PN=CM+MN+DN≥CD=3．
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【二】如图，在平面直角坐标系中，抛物线y=√3/3x2﹣2√3/3x﹣√3与x轴交于A、B两点（点A在点B的左侧），与y轴交于点C，对称轴与x轴交于点D，点E（4，n）在抛物线上．

（1）求直线AE的解析式；

解：∵y=√3/3x2﹣2√3/3x﹣[image: image14.png]



∴y=√3/3（x+1）（x﹣3）．

∴A（﹣1，0），B（3，0）．

当x=4时，y=5√3/3．∴E（4，5√3/3）．

设直线AE的解析式为y=kx+b，将点A和点E的坐标代入得：-k+b=0，4k+b=5√3/3
解得：k=√3/3，b=√3/3，

∴直线AE的解析式为y=√3/3x+√3/3．
（2）点P为直线CE下方抛物线上的一点，连接PC，PE．当△PCE的面积最大时，连接CD，CB，点K是线段CB的中点，点M是CP上的一点，点N是CD上的一点，求KM+MN+NK的最小值；

解：设直线CE的解析式为y=mx﹣√3，

将点E的坐标代入得：

4m﹣√3=5√3/3，

解得：m=2√3/3．

∴直线CE的解析式为y=2√3/3x﹣√3．

过点P作PF∥y轴，交CE与点F．

设点P的坐标为（x，√3/3x2﹣2√3/3x﹣√3），

则点F（x，2√3/3x﹣√3），

则FP=（2√3/3x﹣√3）﹣（√3/3x2﹣2√3/3x﹣√3）=√3/3x2+4√3/3x．

∴△EPC的面积=1/.2×（-√3/3x2+4√3/3x）×4=﹣2√3/3x2+8√3/3x．

∴当x=2时，△EPC的面积最大．∴P（2，﹣√3）．

如图2所示：作点K关于CD和CP的对称点G、H，连接G、H交CD和CP与N、M．

∵K是CB的中点，

∴k（3/2，﹣√3/2）．

∵点H与点K关于CP对称，

∴点H的坐标为（3/2，﹣3√3/2）．

∵点G与点K关于CD对称，

∴点G（0，0）．

∴KM+MN+NK=MH+MN+GN．

当点O、N、M、H在条直线上时，KM+MN+NK有最小值，最小值=GH．

∴GH=√（3/2）²+（3√3/2）²=3．

∴KM+MN+NK的最小值为3．
（3）点G是线段CE的中点，将抛物线y=√3/3x2﹣2√3/3x﹣√3沿x轴正方向平移得到新抛物线y′，y′经过点D，y′的顶点为点F．在新抛物线y′的对称轴上，是否存在一点Q，使得△FGQ为等腰三角形？若存在，直接写出点Q的坐标；若不存在，请说明理由．

解：如图3所示：
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解：如图，
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【二】如图，四边形ABCD是菱形，AB=6，且∠ABC=60°，M是菱形内任一点，连接AM，BM，CM，则AM+BM+CM 的最小值为6√3．
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⑴ 求证：△AMB≌△ENB；

解：∵△ABE是等边三角形，

∴BA＝BE，∠ABE＝60°.

∵∠MBN＝60°，
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②当M点在何处时，AM＋BM＋CM的值最小，并说明理由；

解：如图，连接CE，当M点位于BD与CE的交点处时，
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AM＋BM＋CM的值最小，

理由如下：连接MN.由⑴知，△AMB≌△ENB，

∴AM＝EN.

∵∠MBN＝60°，MB＝NB，∴△BMN是等边△，

∴BM＝MN.∴AM＋BM＋CM＝EN＋MN＋CM 

根据“两点之间线段最短”，

得EN＋MN＋CM＝EC最短

∴当M点位于BD与CE的交点处时，AM＋BM＋CM的值最小，即等于EC的长
⑶ 当AM＋BM＋CM的最小值为√3+1时，求正方形的边长.

解：过E点作EF⊥BC交CB的延长线于F，

∴∠EBF＝90°－60°＝30°.

设正方形的边长为x，则BF＝√3/2x，EF＝x/2.

∵EF2＋FC2＝EC2，

∴（x/2）2＋（√3/2x＋x）2＝（√3+1）2 

解得，x＝√2（舍去负值）.

∴正方形的边长为√2

类型二： 对称模型
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【一】如图，P是∠AOB内一定点，点M，N分别在边OA，OB上运动，若∠AOB=30°，OP=3，则△PMN的周长的最小值为 3 .

解：如图，作P关于OA，OB的对称点C，D．

连接OC，OD．则当M，N是CD与OA，OB的交点时，△PMN的周长最短，最短的值是CD的长．

∵点P关于OA的对称点为C，

∴PM=CM，OP=OC，∠COA=∠POA；

∵点P关于OB的对称点为D，

∴PN=DN，OP=OD，∠DOB=∠POB，

∴OC=OD=OP=3，∠COD=∠COA+∠POA+∠POB+∠DOB=2∠POA+2∠POB=2∠AOB=60°，

∴△COD是等边三角形，

∴CD=OC=OD=3．

∴△PMN的周长的最小值=PM+MN+PN=CM+MN+DN≥CD=3．

【二】如图，在平面直角坐标系中，抛物线y=√3/3x2﹣2√3/3x﹣√3与x轴交于A、B两点（点A在点B的左侧），与y轴交于点C，对称轴与x轴交于点D，点E（4，n）在抛物线上．

（1）求直线AE的解析式；

解：∵y=√3/3x2﹣2√3/3x﹣[image: image2.png]



∴y=√3/3（x+1）（x﹣3）．

∴A（﹣1，0），B（3，0）．

当x=4时，y=5√3/3．∴E（4，5√3/3）．

设直线AE的解析式为y=kx+b，将点A和点E的坐标代入得：-k+b=0，4k+b=5√3/3
解得：k=√3/3，b=√3/3，

∴直线AE的解析式为y=√3/3x+√3/3．
（2）点P为直线CE下方抛物线上的一点，连接PC，PE．当△PCE的面积最大时，连接CD，CB，点K是线段CB的中点，点M是CP上的一点，点N是CD上的一点，求KM+MN+NK的最小值；

解：设直线CE的解析式为y=mx﹣√3，

将点E的坐标代入得：

4m﹣√3=5√3/3，

解得：m=2√3/3．

∴直线CE的解析式为y=2√3/3x﹣√3．

过点P作PF∥y轴，交CE与点F．

设点P的坐标为（x，√3/3x2﹣2√3/3x﹣√3），

则点F（x，2√3/3x﹣√3），

则FP=（2√3/3x﹣√3）﹣（√3/3x2﹣2√3/3x﹣√3）=√3/3x2+4√3/3x．

∴△EPC的面积=1/.2×（-√3/3x2+4√3/3x）×4=﹣2√3/3x2+8√3/3x．

∴当x=2时，△EPC的面积最大．∴P（2，﹣√3）．

如图2所示：作点K关于CD和CP的对称点G、H，连接G、H交CD和CP与N、M．

∵K是CB的中点，

∴k（3/2，﹣√3/2）．

∵点H与点K关于CP对称，

∴点H的坐标为（3/2，﹣3√3/2）．

∵点G与点K关于CD对称，

∴点G（0，0）．

∴KM+MN+NK=MH+MN+GN．

当点O、N、M、H在条直线上时，KM+MN+NK有最小值，最小值=GH．

∴GH=√（3/2）²+（3√3/2）²=3．

∴KM+MN+NK的最小值为3．
（3）点G是线段CE的中点，将抛物线y=√3/3x2﹣2√3/3x﹣√3沿x轴正方向平移得到新抛物线y′，y′经过点D，y′的顶点为点F．在新抛物线y′的对称轴上，是否存在一点Q，使得△FGQ为等腰三角形？若存在，直接写出点Q的坐标；若不存在，请说明理由．

解：如图3所示：


∵y′经过点D，y′的顶点为点F，

∴点F（3，﹣4√3/3）．

∵点G为CE的中点，

∴G（2，√3/3）．

∴FG=√1²+（5√3/3）²=2√21/3，

∴当FG=FQ时，点Q（3，-4√3+2√21/3），

Q′（3，-4√3+2√21/3）．
当GF=GQ时，点F与点Q″关于y=√3/3对称，

∴点Q″（3，2√3）．

当QG=QF时，设点Q1的坐标为（3，a）．

由两点间的距离公式可知：

a+4√3/3=√1²+（√3/3-a）²，

解得：a=﹣2√3/5．

∴点Q1的坐标为（3，2√3/5）．

综上，Q坐标为（3，-4√3+2√21/3），

Q′（3，-4√3+2√21/3）

或（3，2√3）或（3，﹣2√3/5）

