
八上数学必考几何模型

内外角角平分线模型
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【条件】△ABC中，BP、CP分别是△ABC的内角和外角的角平分线，且相交于点P.

【结论】∠P=1/2∠A
【证明】∵BP是∠ABC平分线，

∴∠3=1/2∠ABC，

∵CP是∠ACE平分线，

∴∠1=1/2∠ACE，

由△ABC外角定理可知：∠ACE=∠ABC+∠A

即：2∠1=2∠3+∠A ……①

对①式两边同时除以2，得：∠1=∠3+1/2∠A……②

又在△BPC中由外角定理可知：∠1=∠3+∠P ……③

比较②③式子可知：

∠P=1/2∠A×1/2（∠ABC+∠ACB）=1/2（180°-∠A）

=∠O=90°-1/2∠A.
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【例1】如图①，△ABC中，BD平分∠ABC，且与△ABC的外角∠ACE的角平分线交于点D．

（1）若∠ABC＝70°，∠ACB＝40°，求∠D的度数；

【解题思路】根据三角形内角和定理以及角平分线性质，先求出∠D、∠A的等式，推出∠A＝2∠D，最后代入求出即可；

解：∵∠ACE＝∠A+∠ABC，

∴∠ACD+∠DCE＝∠A+∠ABD+∠DBC，∠DCE＝∠D+∠DBC，

又BD平分∠ABC，CD平分∠ACE，

∴∠ABD＝∠DBE，∠ACD＝∠ECD，

∴∠A＝2（∠DCE﹣∠DBC），∠D＝∠DCE﹣∠DBC，

∴∠A＝2∠D，

∵∠ABC＝70°，∠ACB＝40°，

∴∠A＝180°﹣∠ABC﹣∠ACB＝70°，

∴∠D＝35°；

（2）若把∠A截去，得到四边形MNCB，如图②，猜想∠D、∠M、∠N的关系，并说明理由．
【解题思路】根据（1）中的结论即可得到结论．

解：∠D=1/2（∠M+∠N﹣180°）；

理由：延长BM、CN交于点A，

∵∠A+∠ANM+∠AMN＝180°，

∠AMN+∠BMN＝180°，∠ANM+∠CNM＝180°，

∴∠A＝180°﹣∠ANM﹣∠AMN＝180°﹣（180°﹣∠CNM）﹣（180°﹣∠BMN）

＝180°﹣180°+∠CNM﹣180°+∠BMN，

则∠A＝∠BMN+∠CNM﹣180°，

由（1）知，∠D=1/2∠A，

∴∠D=1/2（∠BMN+∠CNM﹣180°）．
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【例2】（1）思考探究：如图，△ABC的内角∠ABC的平分线与外角∠ACD的平分线相交于P点，已知∠ABC＝70°，∠ACD＝100°．求∠A和∠P的度数；

【解题思路】根据三角形外角的性质可求∠A，根据角平分线的定义和三角形外角的性质可求∠P；
解：∵∠ABC＝70°，∠ACD＝100°，

∴∠A＝100°﹣70°＝30°，

∵P点是∠ABC和外角∠ACD的角平分线的交点，

∴∠PCD=1/2∠ACD＝50°，∠PBC=1/2∠ABC＝35°，

∴∠P＝50°﹣35°＝15°．

（2）类比探究：如图，△ABC的内角∠ABC的平分线与外角∠ACD的平分线相交于P点，已知∠P＝n°．求∠A的度数（用含n的式子表示）；

【解题思路】根据三角形的一个外角等于与它不相邻的两个内角的和可得∠PCD＝∠P+∠PBC，∠ACD＝∠A+∠ABC，再根据角平分线的性质即可得解；
解：∠A＝2n°；
理由：∵∠PCD＝∠P+∠PBC，∠ACD＝∠A+∠ABC，

∵P点是∠ABC和外角∠ACD的角平分线的交点，

∴∠ACD＝2∠PCD，∠ABC＝2∠PBC，

∴∠A+∠ABC＝2（∠P+∠PBC），

∠A+∠ABC＝2∠P+2∠PBC，

∠A+∠ABC＝2∠P+∠ABC，

∴∠A＝2∠P，

∴∠A＝2n°．

（3）拓展迁移：已知，在四边形ABCD中，四边形ABCD的内角∠ABC与外角∠DCE的平分线所在直线相交于点P，∠P＝n°，请画出图形；并探究出∠A+∠D的度数（用含n的式子表示）．

【解题思路】添加辅助线，利用（2）中结论解决问题即可；
解：如图②延长BA交CD的延长线于F．

∵∠F＝180°﹣∠FAD﹣∠FDA＝180°﹣（180°﹣∠A）﹣（180°﹣∠D）＝∠A+∠D﹣180°，

由（2）可知：∠F＝2∠P＝2n°，

∴∠A+∠D＝180°+2n°．

如图③，延长AB交DC的延长线于F．

∵∠F＝180°﹣∠A﹣∠D，∠P=1/2∠F，

∴∠P=1/2（180°﹣∠A﹣∠D）

＝90°-1/2（∠A+∠D）．

∴∠A+∠D＝180°﹣2n°

综上所述：∠A+∠D＝180°+2n°或180°﹣2n°．
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【例3】已知：如图，∠MON＝90°，点A、B分别在射线OM、ON上移动（不与点O重合），AC平分∠MAB，AC的反向延长线与∠ABO的平分线相交于点D．

（1）当∠ABO＝70°时、∠D的度数是多少？

【解题思路】利用三角形的外角性质可求出∠MAB的度数，由AC平分∠MAB，BD平分∠ABO，利用角平分线的定义可求出∠CAB和∠ABD的度数，再利用三角形的外角性质可求出∠D的度数；
解：∵∠MON＝90°，∠ABO＝70°，

∴∠MAB＝∠AOB+∠ABO＝90°+70°＝160°．

∵AC平分∠MAB，

∴∠CAB=1/2∠MAB＝80°．

∵BD平分∠ABO，

∴∠ABD=1/2∠ABO＝35°．

又∵∠CAB＝∠ABD+∠D，

∴∠D＝∠CAB﹣∠ABD＝80°﹣35°＝45°
（2）随着点A、B的移动，试问∠D的大小是否变化？请说出你的理由．

【解题思路】利用三角形的外角性质及角平分线的定义可用∠ABO表示出∠CAB和∠ABD的度数，再利用三角形的外角性质可求出∠D的度数为固定值，进而可得出∠D的大小不发生变化．
解：∠D的大小不变，理由如下：

∵∠MAB＝∠AOB+∠ABO＝90°+∠ABO，AC平分∠MAB，

∴∠CAB=1/2∠MAB＝45°+1/2∠ABO．

∵BD平分∠ABO，∴∠ABD=1/2∠ABO．

又∵∠CAB＝∠ABD+∠D，

∴∠D＝∠CAB﹣∠ABD

＝45°+1/2∠ABO-1/2∠ABO＝45°，

∴∠D的大小不发生变化．
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【例4】在△ABC中，∠ACB的平分线CD与外角∠EAC的平分线AF所在的直线交于点D．

（1）如图1，若∠B＝60°，求∠D的度数；.

【解题思路】利用角平分线的定义和三角形的外角的性质进行代换可以得出∠B＝2∠D，已知∠B＝60°，可求∠D的度数；
解：如图1，∵CD平分∠ACB，

∴∠ACD＝∠DCB=1/2∠ACB，

∵AF是外角∠EAC的平分线，

∴∠CAF＝∠FAE=1/2∠CAE，

又∵∠CAF＝∠D+∠ACD，

∠CAE＝∠B+∠ACB，

∴∠D=1/2∠B＝30°.
（2）如图2，把△ACD沿AC翻折，点D落在D′处．

①当AD′⊥AD时，求∠BAC的度数；

【解题思路】根据折叠，可得等角，再利用特殊角，和周角的意义可以计算出∠DAC的度数，再利用平角的意义，可求出∠CAF，进而得出∠BAC的度数；
解：如图2，由折叠得：∠DAC＝∠D′AC，

当AD′⊥AD时，即：∠DAD′＝90°，

∴∠DAC＝∠D′AC＝135°，

∴∠CAF＝180°﹣135°＝45°＝∠FAE，

∴∠BAC＝180°﹣45°﹣45°＝90°，

答：当AD′⊥AD时，∠BAC＝90°.
②试确定∠DAD′与∠BAC的数量关系，并说明理由．

【解题思路】设∠DAD′为任意角度，通过折叠、外角、角平分线，平角等代换，得出∠DAD′与∠BAC的数量关系，即∠DAD′与∠BAC互补的结论．
解：设∠DAD′＝α，则∠DAC＝∠D′AC=1/2（360°﹣α）＝180°-1/2α，

∴∠CAF＝180°﹣∠DAC＝180°﹣（180°-1/2α）=1/2α，

∴∠CAE＝2∠CAF＝α，

∴∠BAC＝180°﹣α，

即：∠BAC+∠DAD′＝180°，

∠DAD′与∠BAC的数量关系是：∠BAC+∠DAD′＝180°.
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【条件】△ABC中，BP、CP分别是△ABC的内角和外角的角平分线，且相交于点P.

【结论】∠P=1/2∠A
【证明】∵BP是∠ABC平分线，

∴∠3=1/2∠ABC，

∵CP是∠ACE平分线，

∴∠1=1/2∠ACE，

由△ABC外角定理可知：∠ACE=∠ABC+∠A

即：2∠1=2∠3+∠A ……①

对①式两边同时除以2，得：∠1=∠3+1/2∠A……②

又在△BPC中由外角定理可知：∠1=∠3+∠P ……③

比较②③式子可知：

∠P=1/2∠A×1/2（∠ABC+∠ACB）=1/2（180°-∠A）

=∠O=90°-1/2∠A.
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【例1】如图①，△ABC中，BD平分∠ABC，且与△ABC的外角∠ACE的角平分线交于点D．

（1）若∠ABC＝70°，∠ACB＝40°，求∠D的度数；

【解题思路】根据三角形内角和定理以及角平分线性质，先求出∠D、∠A的等式，推出∠A＝2∠D，最后代入求出即可；

解：∵∠ACE＝∠A+∠ABC，

∴∠ACD+∠DCE＝∠A+∠ABD+∠DBC，∠DCE＝∠D+∠DBC，

又BD平分∠ABC，CD平分∠ACE，

∴∠ABD＝∠DBE，∠ACD＝∠ECD，

∴∠A＝2（∠DCE﹣∠DBC），∠D＝∠DCE﹣∠DBC，

∴∠A＝2∠D，

∵∠ABC＝70°，∠ACB＝40°，

∴∠A＝180°﹣∠ABC﹣∠ACB＝70°，

∴∠D＝35°；

（2）若把∠A截去，得到四边形MNCB，如图②，猜想∠D、∠M、∠N的关系，并说明理由．
【解题思路】根据（1）中的结论即可得到结论．

解：∠D=1/2（∠M+∠N﹣180°）；

理由：延长BM、CN交于点A，

∵∠A+∠ANM+∠AMN＝180°，

∠AMN+∠BMN＝180°，∠ANM+∠CNM＝180°，

∴∠A＝180°﹣∠ANM﹣∠AMN＝180°﹣（180°﹣∠CNM）﹣（180°﹣∠BMN）
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＝180°﹣180°+∠CNM﹣180°+∠BMN，

则∠A＝∠BMN+∠CNM﹣180°，

由（1）知，∠D=1/2∠A，

∴∠D=1/2（∠BMN+∠CNM﹣180°）．
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【例2】（1）思考探究：如图，△ABC的内角∠ABC的平分线与外角∠ACD的平分线相交于P点，已知∠ABC＝70°，∠ACD＝100°．求∠A和∠P的度数；

【解题思路】根据三角形外角的性质可求∠A，根据角平分线的定义和三角形外角的性质可求∠P；
解：∵∠ABC＝70°，∠ACD＝100°，

∴∠A＝100°﹣70°＝30°，

∵P点是∠ABC和外角∠ACD的角平分线的交点，

∴∠PCD=1/2∠ACD＝50°，∠PBC=1/2∠ABC＝35°，

∴∠P＝50°﹣35°＝15°．

（2）类比探究：如图，△ABC的内角∠ABC的平分线与外角∠ACD的平分线相交于P点，已知∠P＝n°．求∠A的度数（用含n的式子表示）；

【解题思路】根据三角形的一个外角等于与它不相邻的两个内角的和可得∠PCD＝∠P+∠PBC，∠ACD＝∠A+∠ABC，再根据角平分线的性质即可得解；
解：∠A＝2n°；
理由：∵∠PCD＝∠P+∠PBC，∠ACD＝∠A+∠ABC，

∵P点是∠ABC和外角∠ACD的角平分线的交点，

∴∠ACD＝2∠PCD，∠ABC＝2∠PBC，

∴∠A+∠ABC＝2（∠P+∠PBC），

∠A+∠ABC＝2∠P+2∠PBC，

∠A+∠ABC＝2∠P+∠ABC，

∴∠A＝2∠P，

∴∠A＝2n°．

（3）拓展迁移：已知，在四边形ABCD中，四边形ABCD的内角∠ABC与外角∠DCE的平分线所在直线相交于点P，∠P＝n°，请画出图形；并探究出∠A+∠D的度数（用含n的式子表示）．

【解题思路】添加辅助线，利用（2）中结论解决问题即可；
解：如图②延长BA交CD的延长线于F．
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∵∠F＝180°﹣∠FAD﹣∠FDA＝180°﹣（180°﹣∠A）﹣（180°﹣∠D）＝∠A+∠D﹣180°，

由（2）可知：∠F＝2∠P＝2n°，

∴∠A+∠D＝180°+2n°．

如图③，延长AB交DC的延长线于F．

∵∠F＝180°﹣∠A﹣∠D，∠P=1/2∠F，

∴∠P=1/2（180°﹣∠A﹣∠D）

＝90°-1/2（∠A+∠D）．

∴∠A+∠D＝180°﹣2n°

综上所述：∠A+∠D＝180°+2n°或180°﹣2n°．
【例3】已知：如图，∠MON＝90°，点A、B分别在射线OM、ON上移动（不与点O重合），AC平分∠MAB，AC的反向延长线与∠ABO的平分线相交于点D．

（1）当∠ABO＝70°时、∠D的度数是多少？

【解题思路】利用三角形的外角性质可求出∠MAB的度数，由AC平分∠MAB，BD平分∠ABO，利用角平分线的定义可求出∠CAB和∠ABD的度数，再利用三角形的外角性质可求出∠D的度数；
解：∵∠MON＝90°，∠ABO＝70°，

∴∠MAB＝∠AOB+∠ABO＝90°+70°＝160°．

∵AC平分∠MAB，

∴∠CAB=1/2∠MAB＝80°．

∵BD平分∠ABO，

∴∠ABD=1/2∠ABO＝35°．

又∵∠CAB＝∠ABD+∠D，

∴∠D＝∠CAB﹣∠ABD＝80°﹣35°＝45°
（2）随着点A、B的移动，试问∠D的大小是否变化？请说出你的理由．

【解题思路】利用三角形的外角性质及角平分线的定义可用∠ABO表示出∠CAB和∠ABD的度数，再利用三角形的外角性质可求出∠D的度数为固定值，进而可得出∠D的大小不发生变化．
解：∠D的大小不变，理由如下：

∵∠MAB＝∠AOB+∠ABO＝90°+∠ABO，AC平分∠MAB，

∴∠CAB=1/2∠MAB＝45°+1/2∠ABO．

∵BD平分∠ABO，∴∠ABD=1/2∠ABO．

又∵∠CAB＝∠ABD+∠D，

∴∠D＝∠CAB﹣∠ABD

＝45°+1/2∠ABO-1/2∠ABO＝45°，

∴∠D的大小不发生变化．

【例4】在△ABC中，∠ACB的平分线CD与外角∠EAC的平分线AF所在的直线交于点D．

（1）如图1，若∠B＝60°，求∠D的度数；.

【解题思路】利用角平分线的定义和三角形的外角的性质进行代换可以得出∠B＝2∠D，已知∠B＝60°，可求∠D的度数；
解：如图1，∵CD平分∠ACB，

∴∠ACD＝∠DCB=1/2∠ACB，

∵AF是外角∠EAC的平分线，

∴∠CAF＝∠FAE=1/2∠CAE，

又∵∠CAF＝∠D+∠ACD，

∠CAE＝∠B+∠ACB，

∴∠D=1/2∠B＝30°.
（2）如图2，把△ACD沿AC翻折，点D落在D′处．

①当AD′⊥AD时，求∠BAC的度数；

【解题思路】根据折叠，可得等角，再利用特殊角，和周角的意义可以计算出∠DAC的度数，再利用平角的意义，可求出∠CAF，进而得出∠BAC的度数；
解：如图2，由折叠得：∠DAC＝∠D′AC，

当AD′⊥AD时，即：∠DAD′＝90°，

∴∠DAC＝∠D′AC＝135°，

∴∠CAF＝180°﹣135°＝45°＝∠FAE，

∴∠BAC＝180°﹣45°﹣45°＝90°，

答：当AD′⊥AD时，∠BAC＝90°.
②试确定∠DAD′与∠BAC的数量关系，并说明理由．

【解题思路】设∠DAD′为任意角度，通过折叠、外角、角平分线，平角等代换，得出∠DAD′与∠BAC的数量关系，即∠DAD′与∠BAC互补的结论．
解：设∠DAD′＝α，则∠DAC＝∠D′AC=1/2（360°﹣α）＝180°-1/2α，

∴∠CAF＝180°﹣∠DAC＝180°﹣（180°-1/2α）=1/2α，

∴∠CAE＝2∠CAF＝α，

∴∠BAC＝180°﹣α，

即：∠BAC+∠DAD′＝180°，

∠DAD′与∠BAC的数量关系是：∠BAC+∠DAD′＝180°.
